Chapitre 1: Suites numériques

Terminale, spécialité maths, 2021-2022

1 Définition, raisonnement par récurrence

Définition 1 (suite numérique))

Une suite numeérique u = () nen €St une fonction définie sur les entiers naturels N et a valeurs dans R.
Limage de n par la suite u se note u(n) = u,, on'appelle le terme de rang n de la suite u,, (ou d’indice n).

Remarque 1. On note traditionnellement la variable d'une suite n (ou m, p, q) et on réserve le x ou le ¢ pour les
variables de fonctions définies sur des intervalles.

« La suite est notée entre parentheses : (1) ,en OU Simplement (u,,), et un terme de la suite, sans parenthese : u;,.
C’est la méme distinction qu’entre les notations f (une fonction) et f(x) (un nombre, une image).

« Une suite peut étre définie a partir d'un entier ng plutdt que sur N, les énoncés du cours peuvent étre adaptés pour
de telles suites (remplacer n € N par n = ny).

/\ une suite ne peut pas étre dérivée : pour étre dérivable en x, une fonction doit étre définie sur un intervalle qui
contient x.

Exemple 1 (Suites explicites).
Une suite (u,) est explicite si elle est définie par une fonction f et la relation u, = f(n), neN.

o Soit (1) nen la suite définie pour tout n € N par u,, =3 — n2.

U)= eeinennnnnnnn. UL = ceiiiiinnnnnnn UD eeieennnnnnns Up+1l=........... Upt] =eeeeeennnnnns

Exemple 2 (Suites définies par récurrence).

Une suite est définie par récurrencelorsqu’on en donne un ou plusieurs termes initaux et une relation qui permet de
définir un terme en fonction du ou des termes précédents :

o Soit (wy) nen la suite définie par wy =7 et pour tout n € N; wy41 = wy, —2.

Wl =iiiiiiininnn. W2 =.iiiiiiiininnns 12 SN Wap=.iiiiiiiiinnnns Whp =it

Propriété 2 (Raisonnement par récurrence))

Une propriété 22(n) qui dépend d’un entier n est vraie pour tout entier n = ny si et seulement si :
¢ (initialisation) £ (ng) est vraie;

¢ (transmission) pour tout entier n = ny, si 22(n) est vraie alors 2 (n + 1) est vraie
soit en langage mathématique : Vn = ng, 2 (n) = £ (n+1)




Exemple 3. Soit r € R (quelconque donc). Montrons par récurrence que si une suite vérifie u,+; = r + u, pour tout
n € N (définition d'une suite arithmétique), alors u, = r x n+ up pour tout n € N.

e soient r € R et (1) n=0 une suite arithmétique.
Soit 22 (n) la propriété « u, = nx r+ ug ».
(Note : 2(n) ne dépend bien que de 7 car r et 1y ont été préalablement fixés)

e initialisation : ug = 0 x r + 1y donc £2(0) est vraie.

« transmission : Soit 7 € N. Cette courte locution doit bien étre comprise : elle fixe un entier n de valeur quelconque.
Supposons £ (n) est vraie (c’est 'hypotheése de récurrence), c’est-a-dire u, = n x r + ugp. On a alors :

def. ) ;
Lr+un—r+nxr+u0=r><(n+1)+u0 donc £ (n + 1) est vraie.

Up+1

On a ainsi démontré que pour 'entier 7 fixé au début de la rédaction de la transmission, on a: 2(n) = 2 (n+1).
Cette implication étant vraie pour 7 arbitraire, on a en fait montré :vn =0, £(n) = £(n+1)

» conclusion : Z2(n) est vraie pour n = 0 et est héréditaire (c’est-a-dire Vn =0, £ (n) = P (n+ 1)), donc est vraie
pour tout n € N. Ainsi, pour tout n€e N, u, =r x n+ up.

nn+1)

n
Exemple 4. Prouver que pour n €N, Zk=0+1+---+n= 5

k=0
L nn+1
Soit 2 (n) la propriété « Z k=0+1+---+n= (T) »
k=0
(Note : 22(n) ne dépend bien que de 7 car k est une variable muette)
0
« initialisation : D’une part Z k =0, et d’autre part,
k=0

0(0“) =0 donc 2(0) est vraie.

« transmission : Soit 7 € N. Supposons &?(n) est vraie. On a alors :

n+l n
Y k=) k+(n+1).Par hypothése de récurrence, on a donc:
k=0 k=0
n+1 2 2
nn+1 n“+n+2(n+l) n“+3n+2 m+Dn+2
Z k=—— ( ) n1= (nrD)_ _ I donc 2 (n+1) est vraie.

2 2 2
Onaainsimontré:vVn=0, £(n) — Pn+1)

» conclusion : Z2(n) est vraie pour n = 0 et est héréditaire (c’est-a-dire Vn =0, £(n) = P (n+ 1)), donc est vraie
L nn+1)

pour tout 7 € N. Ainsi, pour tout n €N, Z k=0+1+---+n= 2

k=0

Exercices 19 page 26 (une proposition juste héréditaire), 40 page 28, 43, 44, 46

2 Suites arithmétiques et géométriques

Définition 3 (suite arithmétique))

Une suite (1) nen €St une suite arithmétique de raison r (r € R) si et seulement si: pourtout n €N, uy41 =1+ Uy.

Propriété 4
(e .

® (un) nen est arithmétique de raison r si et seulement si, pour n €N, u, =1 x n+ uy.

1
@ 0+1+2+- +n_Zk_M v

® Si (1) nen est arithmétique de raison r, Z ur = (nb de termes) x (moyenne des extrémes)

. J

Preuve. @ est démontré dans I'exemple 3, le point @ dans I'exemple 4.



Exemple 5. Montrer que la somme des 7 premiers nombres impairs est un carré.
(récurrence impossible quand on n’a pas la formule explicite)

7 1
1= ZZk —n=2w—n=n2
1 =1 2

n n n
14345+ +@2n-1)=)Y k-1)=) 2k-
k=1 k=1 k

Définition 5 (suite géométrique))

Une suite (1) nen €St une suite géométrique de raison g (g € R) si et seulement si : pour tout n €N, U, = g x Uy,.

Propriété 6
_( } ~

® (un) nen est géométrique de raison ¢ si et seulement si, pour n €N, u, = q" x up.

n 1-— qn+1
@sig#l, Y g-=—"T—."
k=0 l-q
1— nb de termes
® Si (up) e est géométrique de raison g # 1, Z ur = (1 terme) x q T4
\_ J

Preuve du point @
a) Parrécurrence:
n 1-— qn+1
Soit g # 1 dans R. Soit £2(n) la propriété « Z qk = ﬁ ».
k=0 -

(Note : 22(n) ne dépend ni de k ni de g)

0
« initialisation : D’une part, Z qk = ¢° =1 (valable pour g = 0!)
k=0
1-— q0+1
D’autre part, —— =1

Donc 22(0) est vraie.

e transmission : Soit n € N. Supposons & (n) est vraie.
n+1

n
Y gF= (Z qk) +g"*1. Par hypothese de récurrence on a donc :
k=0 k=0

n+1 n+1

1-
Y gF= a q"*!, soit par calcul :
k=0 1-q
;il © 1- qn+1 qn+1(1 -q) 1-— qn+1 + qn+1 _ qn+2 1-— qn+2
q“ = = =
=0 1-q 1-4 1-q 1-q

Cette derniére égalité est exactement & (n + 1), on a ainsi démontré : Vn =0, 2(n) = 2(n+1)
 conclusion : 22(n) est vraie pour n = 0 et est héréditaire (c’est-a-dire Vn =0, 2 (n) = 2?(n+ 1)), donc est vraie
pour tout n € N.

b) Par calcul:
Soit g # 1 dans R.

n n n n n n n+1 n n
(l_q)zqkzzqk_qzqkzzqk_ qk+1:Z k_zqkz(1+qu)_(zqk+qn+l):l_qn+l
k= k=0 k=0 k=1

0 = k=0 k=0 k=0 k=1 k=1
. . 1 1 1
Exemple 6. Exprimer en fonctiondeneN: S, =1+ 3 + 1 +eeet PR R R LTI N P RTTLRRRITISRARRRPY
1\n+1
S = 1_(2) —o_1
nTTo 1 T eT
1-3

Exemple 7. Nature et forme récurrente de la suite (v,) del'exemple 12 ... ..o i

(vy) géométrique définie par : vp =1 et pour tout n €N, v,4; = —v, (ne pas oublier vy)

Nature et forme explicite de la suite (w;,) de I'eXemple 272 ... ..ottt it e e e

(wy,) arithmétique définie pour tout n € N par w, =7-2n



3 Variations d’une suite

Définition 7
~
A partir de ng € N, une suite (1) e est dite
e strictement croissante si et seulement si pour tout entier n = ng, on a uy+1 > Uy.
e strictement décroissante si et seulement si pour tout entier 7 = np, on a Uu+1 < Up.

¢ constante si et seulement si pour tout entier n = ng, Up+1 = Up.

On définit une suite croissante ou décroissante de méme, avec des inégalités larges.

A J

/_CPropriété 8 (Conditions suffisantes de stricte croissance))

La suite (), €N est strictement croissante a partir du rang g si
® pour tout entier 1 = ng, Ups — Uy > 0.
® pour tout entier 1 = ng, u, >0 et MS_:,I > 1.
® pour tout entier n = ny, u, = f(n) et f strictement croissante sur [ ; +ool.

A J

Preuve. ©: pour tout entier n = ng, Up+1 — Uy >0 <= Uy > Uy,
®@:si u, > 0 pour tout entier n = ng, alors ”;—;1 >1 < Upy1 > Up

®:si u, = f(n) pour tout n = ny, et f / sur [ny; +ool, alors f(n+1) > f(n) < up+1 > uy.

Exemple 8. Le dernier critere n’admet pas de réciproque : il se peut que u, = f(n) ol f n'est pas
croissante sur [0, +oo[ mais que (u,) soit strictement croissante.

Par exemple, soit (a,) définie pour tout n e N par a, = f(n) oil f:R— R, x— x+ cos(2mx).

La courbe de f est représentée ci-contre.

QUE AITE e 2 oottt ettt et et et et e e e 5

T

SIMPIfiEr €1 CONCIUTE : @y = v ettt e e e e e e eieeens

Remarque 2. Evidemment, les critére analogues existent pour montrer qu’une suite est décroissante.
(par exemple, (u,) est strictement décroissante si et seulement si u,+1 — U, < 0 pour tout n)

Remarque 3. Choisir le critere le plus pertinent.

Souvent I'étude d’une suite explicite passera par I'étude de la fonction associée (critere ®), une suite définie a partir
de sommes et de différences s’étudiera bien avec le critere @ et une suite définie avec des quotients ou des produits
s’étudiera plutot par le critere @.

n
Exemple 9. Sens de variation de (w;,) définie par w;, = Z K2 pour tout mENZ .. ..o
k=0

Sens de variation de (b;) définie par b;, = 3" pour tout 7 EN? ... ..o it

Sens de variation d'une suite arithmétique (c;) de TaiSON I'? ... ...t ittt e e e e een



4 Suites convergentes

Définition 9 (suite convergente — divergente))

On dit que la suite (u,) est convergente de limite ¢ € R si tout intervalle ouvert ] a; b[ contenant ¢ contient tous les
termes de la suite a partir d'un certain rang N.
Une suite est divergente si elle ne converge pas.

Un
X
b=Vl+¢ =
4 = - X X
a=0—¢ x X
x e N=7
, , , , , , t -
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Remarque 4. Pour dire qu'une suite est convergente de limite ¢, on note : nliIP up,="2¢.
—+00

Dans la définition, on peut remplacer « pour tout intervalle ] a; b[ contenant ¢ » par « pour tout intervalle ouvert centré
en ¢ ». Cette définition s’écrit alors en langage mathématique : Ve >0, INeNtelque Vn= N, u, €1l —¢€;¢ +¢€l.

En pratique on utilisera principalement ce résultat pour démontrer des résultats généraux, pour le calcul de limites
on utilisera plus souvent des limites de référence.

Exemple 10. Montrer que la suite constante (c,) définie par ¢, = c € R (Vn € N) converge.
Soit ]a; b[ un intervalle ouvert contenant c. Il contient tous les termes de la suite (a partir du premier terme)

Montrer que (d,) définie pour tout entier naturel n=1par d,, = % converge.
Soit € > 0. Soit N = L%J +1.On aalors pour toutn> N:0< % < % <e,donc0-e<d, <0+e,
ce qui est la définition de (d,) converge vers 0

Exemple 11. Traduction en francais du langage mathématique :

e Ve>0,VneN, lu,—¥¢|<e
La distance entre u, et £ est aussi petite que I'on veut, pour tout n € N, autrement dit (u,) n’a pas d’autre choix
que d’étre la suite constante égale a ¢

e Ve>0,AN€eN, |u,-¥|<e
La distance entre uy et ¢ peut étre aussi petite que I'on veut (on fixe ce que I'on veut, c’est € > 0, et on peut
trouver un entier N qui rend la distance entre uy et £ inférieure a €) par exemple la suite définie pour tout n par
Up = (D" +1)

e ANeN,Ve>0, |lu,—¥ll<e
Pour un certain entier N, la distance entre uy et ¢ peut étre aussi petite que 1'on veut, donc uy = ¢ pour cet
entier N-1a (possiblement que celui-ci, (¢,) n'a aucune raison d’étre une suite constante)).

* Ve>0,dNeN,Vn= N, |u, —¥¢| < e: c’estla définition de (u,) converge vers ¢
La distance entre u,, et £ peut étre aussi petite que I'on veut, a partir d'un certain rang N (qui dépend du choix
de ¢), par exemple la suite définie pour tout n par u, = ¢ + %

( Théoreme 10 (Opérations sur les limites))

Soient (uy,) et (v,) convergentes, de limites respectives ¢ et ¢'. b
® la somme (1, + v,,) est une suite convergente, de limite £ + ¢'.
@ le produit (u; x vy) est une suite convergente de limite £ x ¢’
® sil #0et pour tout n €N, vy, #0, alors (u,/v,) converge vers £/’
"l )




Preuve. (@ soit e >0:comme (u,) converge vers /, il existe un range N a partir duquel £ — S<up<fl+3.

®

Comme (v,,) converge vers ¢', il existe un range N a partir duquel ¢’ — £ < v, < /¢'+%.
A partir du rang N = max(Nj, N2), on a en ajoutant les inégalités : £ + ¢' —e < up + v, < £ + €' + ¢, ce qui signifie
que (u,, + vy,) converge vers £ + ¢'.

Lemme : Toute suite convergente est bornée.

En effet, soit (u;,) une suite convergente vers ¢. Prenons € = 1 dans la définition d’'une suite convergente. On
obtient I'existence d'un entier N tel que pourtoutn> N, -1<up—¥¢<1l,donc:-1+¢<u,<1+¥¢.

Pour tout n €N, on a u,;, < MAX(up; Us; ...; un; 1+¢) (donc la suite est majorée),

et u, = MIN(ugp; ui; ...; un; —1+¢) (doncla suite est minorée). Finalement, la suite est bornée.

Retour a la preuve qui nous intéresse. Soit wy, = u, vy, pour tout n€N.On a wy, — 00" = uy (v, - ") + €' (u, - 0).
Soit € > 0.

La suite (u,) est convergente donc bornée donc il existe M > 0 tel que pour tout n € N, ona —M < u, < M, soit :

lu,l <M (1)
(vn) converge vers ¢’ donc il existe un entier N, tel que pour tout > Ny, —55; < v, — €' < 5%, soit :
£
vy =< — )
[Vn | M (2)

En multipliant membre a membre les inégalités 2 et 1 (ce qu’on ne peut faire que pour des membres dont on
connait le signe afin de maitriser les éventuels changements de sens, on obtient :
Pour tout 72> Ny, ona 0 < [uy| x |v, — '] < M x 55; soit :

Juntvn =] <3 3)

(uy) converge vers ¢ donc il existe un entier N tel que pour tout n > Ny, —ﬁ <up—-¢< ﬁ, soit :

€
0< 4
7 | < 210']
et donc, en multipliant par |¢'|, pour tout n> Ny, ona:
€
|£'(un—£)|=|e’|x||un—e|<5 )

Finalement, en posant N = MAX(N; N»), on a pour tout n > N, d’'une part par inégalité triangulaire :
[ttn (n =€) + €' (un = O)| < |unWn— )|+ €' (wn - 0)|

et d’autre part en sommant 3 et 4 :

|un(n =]+ |0 (un— O] <5 +5%

Soit finalement,pour tout n > N, |w, — £¢'| < ¢, ce qui est la définition de (wj) convergente vers £¢’

Le point délicat de la rédaction est de penser a trouver un entier N tel que pour tout n > N, v, # 0 (car bien sr,
on ne peut pas diviser par 0)

2
Exemple 12. Soit (z,) définie par z, =3 — — pour tout n = 1. Montrer qu’elle converge et calculer sa limite.
n

On se doute bien que la limite est 3.
On veut donc démontrer : Ve >0, ANeN, Vn = N, |zn —3| <Ee
Pour trouver cet entier N, on va brutalement trouver tous les entiers n tels que |zn - 3| <eE.

2 2
SoitneN. |z, —3|<e < —e<z,-3<e e 3-£<3-— <3+& < —e<— <cetdonc:

, , ) 2
- < = -n? < = n? > -= 5

|zn—3|<e =< , n° — § — £ = n>y/=
— < € n? > = n? > = £
n € €

2
Finalement, un entier N tel qu’on le cherchait initialement est N = {\/i J +1
€

Remarque 5. Il existe deux cas de divergence pour une suite (1) :

O,
®

soit lim u,; = +oo
n—+oo

soit la suite « oscille », « n’a pas de tendance a long terme » : u,, = (—-1)", u, = ncosn, ...



5 Suites de limite infinie

/_C Définition 11 (Suites de limite inﬁnie))

S

seulement si lim —u;, = +oco.
n—+oo

On dit que la suite (u,) tend vers plus I'infini lorsque 7 tend vers plus I'infini, et on écrit nlilllm Up = + oo, si tout
intervalle de la forme [A, +oo[ contient tous les termes de la suite a partir d'un certain rang N.
En écriture mathématique : VA€ R, INeN, tel que Vn = N, u, > A.
On dit que la suite (u,) tend vers moins l'infini lorsque 7 tend vers plus l'infini, et on écrit nl—l»lPoo U, = —00, si et

\

%

Exemple 13. Montrer que lim 7 = +oo.
n—+oo

Soit A€ R. Posons N=|A|+1.0Onabien:Vn=N,u,> A

En se basant sur les définitions, on peut prouver les résultats suivants :

5.1 Somme de limites

lim u, leER | feR | feER | 400 | —0 +00

n—+oco
lim v, V'eR | 400 | —0c0 | 400 | —00 —00

n—+oco
; 7 — ~ 2

nl—l’rlloou”_kvn +0" | +oo oo | +oo oo | AIA

5.2 Produit de limites

nhIP Up leER | >0 | <0 | >0 | £<0 | +o0 | 400 | —0c0 0
—+00
lim v, l'eR | +o0 | 400 | =00 | =00 | 400 | —0c0 | —00 +oo

n—+oco

nhIP Upn XUy | €x0 | 400 | —o0 | =00 | 400 | 400 | =00 | +o0 | A?A
—+00

5.3 Quotient de limites

liIll Un #0 | oo | 0, v, >0pourtoutn | 0, v, <0 pourtout n
n—+oo

) 1

lim — - 0 +00 —00
n—+oo vy, Y4

Remarque 6. Lorsque la situation est indeterminée, il faut changer I'écriture de la suite pour lever I'indetermination.

Une méthode efficace est de forcer la factorisation par le terme qui semble devoir I'emporter.

Exemple 14. lim 2-3n?
n—+oo

lim
n—+oco p+ 1

Exercices 51->57 page 142 (algo+definition)
Exercices 59 (pas de FI) page 142, 62, 63 page 143



6 Limite et comparaisons

6.1 Théoreme d’encadrement

Théoreme 12
—(héoreme 12)) N

®© si pourtout neN, v, < uy et lim v, =+oo,alors lim u,; =+oco. ¥
n—+oo n—+oo

@ si pour tout neN, v, = up et lim v, =-oo,alors lim u,;=—occ.
n—+oo n—+oo

® si pourtout neN, v, < u, <wpet lim v,= lim w,=¢€cR, alors lim u,=~¢.
n—+oo —+00 n—+oo

n

(& %

Remarque 7. Le point ® est parfois appelé « théoréme des gendarmes »

1 o
O — o
5 B O [GIEIIRTR. Orsereennnnas S ITIR. > GRIEEN Qreeeereens Oreesee
) T T T X T T ' ' ' A ~
1 2 8 ........... PO P Su— R % . y ; ﬁ
........ Lo
-1 4 <>
-2

Preuve. @ : on doit prouver que pour tout A > 0, il existe un rang N a partir duquel u,, > A.

Soit A > 0. Comme lirP vy = 400, il existe un rang N € N tel que pour tout n = N, v, > A. Or u, > v, donc u, > v, >
n—+o00
A.D’ou par définition, lim u;, = +oo.
n—+oo

®@: par hypothese, —v, < —u, avec lim -v, = +oo, donc d’apreés ®, lim -—u, =+oo, dolt lim u, = —oo.
n—+oo n—+oo n—+oo

®: comme (vy) et (wy) convergent vers ¢, pour tout intervalle ] a, b[ contenant ¢, tous les termes de (v,) a partir d'un
certain rang N et tous les termes de (w,,) a partir d'un certain rang N> sont dans ] a, b[. Pour tout n > N = max(Ny, N»)
onadonc a< v, < u, < w, < bdonc tous les termes de (u,) sont dans ]a, b[ a partir durang N : (u,) converge vers .

cosn
?

Exemple 15. nlim

+o00 n

[ B R Gl § L AT
n—+oo

Remarque 8. Les inégalités larges passent a la limite (si u, < v, pour tout n € N alors lirP Up < lirP V) mais pas
n—+oo n—+o00

les inégalités strictes. Exemple : u, =letv, =1+ % Onau,<vhet lim u,= lim v,
n—+oo n—+oo

Exercices 64->67 page 143




6.2 Limites de g" selon les valeurs de g

Théoreme 13 (Limite (éventuelle) d'une suite géométrique))

. o . o
®Slq>1,nl—l>l}—looq =+00. ¥ @ si 1=q<1, lim g"=0.

® sig<-1,g"napasdelimite. ® sig= 1.nliI}} q"=1
—+00

Preuve. @ : soit x € ]0; +00] montrons par récurrence : pour tout n €N, « (1+x)" = 1+ nx» (inégalité de Bernoulli)
« initialisation : (1+x)° =1=1=1+0x x donc la propriété est vraie au rang 0.

e transmission : on suppose la propriété vraie pour un rang n : (1+ x)" = 1+ nx, en multipliant par 1 + x, il vient
A+x0)"=1+nx+x+nx2=1+n+1Dxcar nx>=0.La propriété est donc vraie au rang n+ 1.

« Par récurrence, la propriété est ainsi vraie pour tout n € N.
Sig>lalorsx=g—1>0etona:q"=(1+x)"=1+nx.

Or liIP nx = +oo donc par le théoreme de minoration (théoréme 6.1, point ®), lirP q" = +oo.
n—+oo n—+o00

1
@ :si g = 0, c’est évident (suite constante). Sinon, — > 1 donc lim

= +o00, d’ol1 par quotient lim T=0
|q| n—+oo |q|n oo p q n—>+oo|q|

donc lim g"=0
n—+oo

®:sig < -1alors|q|>1donc lirP lql" = +o0: (¢™) ne peut converger. Comme les signes de deux termes consécutifs
n—+o0o

de (g™) sont opposés, (¢") ne tend ni vers +oo ni vers —oo.

+o00o 1 n
Exemple 16. Calculer 1;) = lim )
Exercices 71, 72, 78 page 144

6.3 Majoration d’'une suite convergente et croissante

Propriété 14

Une suite (u,) croissante qui converge vers une limite ¢ vérifie pour tout e N, u, <. %

Preuve. Raisonnons par I'absurde et supposons qu'’il existe N € N tel que uy > ¢.

Comme (u;) est croissante, pour tout n= N, u, = uy = 4.

u
Mais alors, si b = et a = /¢ -1, lintervalle ]a; b[ ne contient pas tous les termes de la suite a partir de certain

rang (I'ensemble des termes qui sont dedans est fini), ce qui contredit la définition 4 de suite convergente.

Par conséquent, I'’hypothese formulée est fausse et pour tout neN, uy < £.

(9] ] I3 [ un UN+1  UN+2
° > [ 3 ° [



7 Suites bornées

/_C Définition 15 (suite bornée))

Une suite (1) nen €St : b
* minorée < il existe m € R tel que pour tout n €N, m < u,. (m est un minorant)
* majorée < il existe M € R tel que pour tout n € N, M = u,,. (M est un majorant)
* bornée < elle est majorée et minorée.
N /

Exemple 17. Que signifie : (1) est une suite non majorée? VA€ R,ANeN,uy > A

Propriété 16

Toute suite croissante et non majorée diverge vers +co. ¥

Preuve. Soit (u;) une suite croissante et non majorée.
Soit AeR.

(uy) est non majorée donc il existe N € N tel que uy > A.
(uy,) est croissante donc pour tout n > N, u, > uy.
Finalement, AINe N,Vn > N, u, > uy > A.
Onadoncmontré: VAeR,ANeN,Vn > N, u,, > A.

Théoreme 17 (Convergence monotone))

Toute suite croissante et majorée est convergente.
Toute suite décroissante et minorée est convergente.

Idée. une suite croissante ne peut « osciller » ni tendre vers —oo, et une suite majorée ne peut tendre vers +oo : une
suite vérifiant ces deux propriétés converge certainement.

Exemple 18. Donner un exemple de suite :
® CTOISSANTE QUI T1€ COMVETZE PAS & et veenetetetnetenetaene et enetene et et eneeneteenetneneenetneneeneeeeneenenns

© MAJOTEE UI TIE COMVEIZE PAS I+t eveene ettt tne ettt ettt et et ettt et ettt enaetetneaeenaenaeenaenns

Exemple 19. Soit (u,) la suite définie par ug =1 et u,+; = V6 + u, pour neN.

ou f(x)=6+x— x2. étudier les
Unp+1 + Up

Prouver que pour tout n € N, u, € [1;3] puis que pour n €N, Uy — Uy =

variations puis signe de f sur [1;3], en déduire (u,) croissante.

La suite (u,) est-elle convergente?

Exercices 84, 85, 86, 87, 89, 94 page 145
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